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EINLEITUNG 
In der algebra&hen Geometrie spielt das Vervollstandigen von Idealen 
und Moduln durch Hinzunahme ganzabhangiger Elemente eine bedeutende 
Rolle, wie man zum Beispiel den Appendizes 4 und 5 in [IO] und such der 
dort im Appendix 5 zitierten Arbeit von 0. Zariski entnehmen kann. 
Northcott und Rees haben in [5] auf den engen Zusammenhang zwischen 
diesem Vervollstandigungsprozefl und einem Problem der Multiplizitaten- 
theorie lokaler Ringe hingewiesen (vgl. such [9] und [3]): 1st ein null- 
dimensionales Ideal a in einem d-dimensionalen lokalen Ring R mit dem 
maximalen Ideal tn und dem Restklassenkijrper Rjnr = K gegeben, so sucht 
man Bedingungen dafur, dal3 die Mdtiplizitiit e(b) eines nulldimensionalen 
Ideals b C a mit e(a) iibereinstimmt. Man findet unmittelbar die hinreichende 
Bedingung, dal3 an = ba+’ fur alle hinreichend groBen n ist; nach [5] heil3t 
b dann eine Reduktion von a. Eine andere hinreichende Bedingung, die mit 
der ersten in engem Zusammenhang steht (vgl. [I], $O), wurde von Samuel 
und Nagata (vgl. [8], [2] und [4], 24.1) untersucht : die Bedingung, dal3 b 
von einem fur a “superjiaiellen” Parametersystem erzeugt wird (wobei dieser 
Begriff geeignet zu definieren ist). 
Dagegen fehlten langere Zeit Untersuchungen uber notwendige 
Bcdingungen, bis Rees in [7] den folgenden Satz bevies : 1st R 
quasiungemischt, d.h. haben in der Komplettierung von R alle minimalen 
Primideale die gleiche Dimension, und haben zwei nulldimensionale Ideale 
a und b mit b C a die gleiche Multiplizitat, e(b) = e(a), so ist b eine Reduktion 
von a. Fur nulldimensionale Ideale b C a in einem quasiungemischten Ring 
ist also genau dann e(b) = e(a), wenn b eine Reduktion von a ist. 
* Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sich urn einen Teil der Dissertation des 
Verfasscrs. 
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In der vorliegenden Arbeit sol1 nun in erster Linie eine Verallgemeinerung 
dieses Satzes auf den Fall beliebiger Ideale a, b mit b C Q in dem lokalen Ring 
(Ii, nr) bewiesen werden. Wir tibernehmen im Folgenden einige Definitionen 
und einfache Tatsachen aus [5]. b heiI3t wieder eine Reduktion von a, wenn 
es eine natiirliche Zahl q, gibt, so da0 CL” : ba”-l fiir n > n, ist; a und b 
haben dann das gleiche Radikal. In [5] wird ferner die Zahl Z(a) (“analytic 
spread of a”) definiert, die den Grad des Polynoms, das fiir hinreichend grol3e 
n durch L(a”/a’%t) geliefert wird, urn 1 iibcrtrifft. 1st dcr Restklassenkijrper k 
unendlich, so ist Z(a) die minimale Anzahl von Elementen von a, die niitig 
sind, um eine Reduktion von (I zu crxugen. 1st p irgendein minimales 
Primideal van a, so ist I(a) mind&ens gleich der Hiihe ht(p) von p. ht(a) 
bezeichne das Minimum der Hiihen hl(+>) fiir alle minimalen Primideale 
p von a. Die angektindigte Verallgemeincrung des Satzes von Rees heil3t dann: 
SATZ 1. R sei quasiungemischt, und es seien zwei Ideale a und b van R mit 
b C a und ht(b) = l(6) gegeben, Fiir jedes minimale Primideal p von b sei 
aR, + R, und e(aR,) == e(bRp). Dann ist b eine Reduktion van a. 
Die Bedingung ht(b) == Z(b), d’ f” le ur ein nt-primares Ideal b (d.h. in dem 
von Rees behandelten Fall) trivialerwcise erfiillt ist, ist im allgemeinen recht 
einschneidend, kann aber nicht fortgelassen wcrden. Sie impliziert wegen [4], 
34.5 z.B., daB die minimalcn Primidealc van b alle die gleiche Hiihc und die 
gleiche Dimension haben. Jedoch hat unsere Beweismethodc gegeniiber der 
von Rees benutzten neben der griifiercn Allgemeinheit den \‘orzug, da8 sic 
weitere S&c von dcr gleichcn Art liefert, d.h. hinreichcnde Bedingungen 
dafiir, da6 b eine Reduktion van a ist. Einige IIinweise dazu finden sich am 
Schlun dicser Arbeit, fiir einc eingehendc Behandlung dieses Problems mu13 
jedoch auf [I] verwicsen wcrden. 
Der Bweis von Satz 1 stiitzt sich auf den folgenden elcmentaren Satz 2. 
Die Elementcfi ,...,.f, ,...,f,,, E R miigcn das beliebige Ideal a C R erzeugen. 
Q’ir bilden nun mit dem Unbestimmten xlj(l ’ i T, 1 : j < ~2) die 
Elementc --I, --:: .f,.~,~ -{ ... +f,,,x,,,, E R[x,, ,..., x,,,,], (I .- i r), und den 
Ring)’ 
Q R[.Y~, ,..., N~,,,]/(& ,..., A,). 
Die Lokalisierung von R[s,, ,..., .Y~,,~] nach dem von m und den sij mit 
i #j aufgespanntcn Ideal werde mit 0 * bezeichnet. AuNerdem setzen wir 
Q’ ~ Q*/(A1 ,..., 2;). 
1 Runde Klammern dcuten die Idealblldung in dem betrefkndcn Rmg an, in 
diesem Fall z.B. in H[r,, ,,.., s,,,,]. Im Zweifelsfall fiigen wir noch den Ring hinzu: 
Hier miiOten wir z.B. dann (z41 ,,.., A,) R[.\ ,, ,..., .r.r7n] schreiben. 
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SATZ 2. Das Ideal a Q’ ist genau dann nilpotent (in Q’), wenn (fi ,..., fr) R 
eine Reduktion von a ist. 
§2 
Beweis des Satxes 2. 1st (fi ,...,fT) R eine Reduktion van a, etwa 
an = (fi ,..., f7) an-l (n 2 n,), so ist offenbar 
(aQ*p C (A, ,..., d47)(aQ”)“--1 + ({.xij ; i fj})(aQ*) 
ftir n > n,, also (aQ*>” = (A, ,..., 4,)(aQ*)+l (n 3 n,), d.h. aQ’ ist 
nilpotent. 
Zum Beweis der Umkehrung iiberlegt man sich zunachst : 
LEMMA 1. aQ’ ist genau dann nilpotent, wenn aQ” nilpotent ist in dem 
Ring Q”, der mit Hilfe einer anderen Basis f l ,..., f: ,..., f bLz von a mit f; .= fi 
(1 < i < r) in der gleichen Weise gebildet wird wie Q’. 
Wir deuten den sehr elementaren Beweis nur an und beschranken uns 
dazu auf den Fall m’ = m, aus dem der allgemeine Fall durch einfache 
Modifikationen hervorgeht : Bezeichnct f die Zcile der fi ,...,f,,L und f’ die 
Zeile derf; ,..., fk, so gibt es eine modulo nt invertierbare Rlatrix M, so da8 
f = f’M ist und die r ersten Spalten von M mit den cntsprechenden Spalten 
der Einheitsmatrix iibereinstimmen. 1st nun fiir 1 ‘G i :< Y x, die Spalte der 
Unbestimmten xi1 ,..., xirn , so kijnnen wir eine Spalte xi algebraisch 
unabhgngiger Elcmente xi, ,..., ~~~~~ einfiihren durch die Festsetzung 
x; = Mxi . Dabei ist Ai = fxi -:.- f’Mx, = f’x: = fix:, + 1’. + fi,p&, 
und das von den xij mit i + j aufgespannte Ideal geht in das von den xij 
mit i f j aufgespannte Ideal iiber. Indem man auf diese Weise Q’ in Q” 
“transformiert”, zeigt man Lemma 1. 
Den wesentIichenTei1 des Beweises von Satz 2 enthalt das folgende Lemma, 
das keincrlei Yoraussetzungcn iiber a, r oder die Elemente fi ,..., fT E a 
benijtigt : 
LEMMA 2. Falls k unendlich ist, gibt es Elemente g, ,..., g, t a und ganxe 
Zahleu l1 ,..., 1, > 1 und n1 , so daJ fiir n > n, in dem mit Unbestimmten 
x1 )...) “V, ) y1 ,..., yT gebildeten Ring Nxl ,..., Y~I~,,,,+,~, ,....,, ~ gilt Wammern 
deuten die in diesem Ring aufgespannten Ideale an) : 
(4” n ((fix1 + kwlYL (frxr + gryrP) 
= (fix1 + glyl)‘l (a)n+ + ... + ($pcr -+ ,qlyT)‘T a”-“. 
210 IaxR 
Aus dicscm Lemma folgt Satz 2 unmittelbar : Iknn untcr der 
\‘oraussetzung, dab /z uncndlich ist (andcrnfalls geht man namlich wit 
ublich zu einer Ringervveiterung van der in [4], 6.14 bchandelten Art iiber) 
und da13 no’ nilpotent ist, wahlt man Elemente g, ,..., g, t. a und Zahlen 
/r ,..., I, ( 12r wie in Lemma 2, ergHnzt Jr ,...,. f,. , <,yr ,..., gF zu cincr Rasis van n 
und wendet Lemma I an : Sachdem all unniitigen L-ariablen herausdividiert 
sind, ist das von a in dem Ring 
aufgespannte ldcal nilpotent. Es gibt also n-cgen Lemma 2 tin Polynom 
s t R[s, ,..., y,]! das cinen l‘crm der l:orm ES:” ... x:r (E t R, e $ nt) enthalt, 
so daB in den1 Ring R[s, ,..., ?I,.] fur alle hinreichend grolkn IZ gilt : 
Daraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich sofort der noch ausstehende 
Tcil von Satz 2 : 
fur all hinreichend grolkn n. 
Bemis des L~emmus 2 (Indulztion iiber r). Im Falle I’ =:~ 1 (wir lassen die 
Indizes fort) sei 
(7 I,’ 7 (.fx y- gy)’ 1 UklXz)‘” E (ay, ah,\ E R. 
Lurch Koeflizientenvergleich dcr Glieber vom Grade K -: h +- 1 -:- p + I 
ergeben sich die Heziehungen 
Die lctzte Heziehung, die wir brauchen, lautet : 
wobei wie iiblich im Fall p ‘>a 1 (k) = 0 gesctzt wird. \it’ir konnen nun 
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voraussetzen, daB g und 1 so gewtihlt sind, daD g superfiziell fiir a ist und in 
keinem derjenigen assoziierten Primideale von (0) liegt, die a nicht enthalten, 
und da13 0 : gl C 0 : ar ist. Daml ist fiir ein geeignetcs c (a’l : g’) n a” = anPz, 
und wegen [4], 3.12 such (all : g”) C (0 : gz) -+- a/l-l C (0 : a”) + an-.l ftir alle 
hinreichend groRen 1~. Also ist nach ($) etwa u,,~ =z co,?, + b,,, , c~,~ E 0 : al, 
b o/D t a+-‘. Alan kann also in (*) und (t), ohneI; zu verandern, u~,~ durch b,,, 
crsetzen. Aus der zweiten Rezichung in (5) ergibt sich dann genauso, da13 man 
c:l,n+-l durch tin b,,,+, E (@ ersetzen kann, usw. Daraus folgt aber die 
Behauptung im Falle 1 : I. Sie sci nun such schon fiir r --- I nachgewiescn. 
Sind dann I’ Elemente fi ,...,fy E a gegeben, so wBhlcn wir zunLchst gemif 
dcr lnduktionsvoraussctzung, nngewandt auf ,f, %...,.fr..l , Elemente 
,:‘I >..‘, ‘y--l i ,= a und Zahlen I, ,...~ 1,-, I. Auf den Ring 
ur? ~~~-~3'r-~1~111~,~S*,,..,!/~ ,)'.((fP? ~llrI~L~ if?-c-1 &-l?LP)> 
auf das darin van a aufgespanntc Ideal und auf das Element fr wendet man 
dann no& cinmal den Fall P : I an und findet ein Element g,. und eine 
%ahl 1, > 1. Sun kam es im Fall 1’ ~ 1 bci dcr LVahl von g offenbar nur auf 
die Wahl der Restklasse von g in ajnta an : Sic durfte nicht in gewissen 
k-Untervektorraumcn von ajnta liegen. Da man im I-orliegenden Fall 
(Klammern dcutcn die Idcalbildung in 
init a/ma identifizieren kann, kann man ,yr schon in a wshlen. Liegt nun ein 
Element F des Ringes 
R[.v 1 I..') ~r~l(ll~)+(c,,...,71,) 
in (a)” n ((fpyl ~.~ glyJ1l,..., (frvr + g,~~,.)‘r), so gibt es ein Elcnient 
F' E (a)" n ((fiq - ,ylyl)'l ,..., (fi--l.~,-l -t gr--ly,--l)lrmj) 
so dd.3 F - P" E (frr, mi g,.Mi’,)‘r (c~)~~+?r ist. Da abrr dann au& 
/i” E (fix, -~- giy,)” (a)“-‘] .: ... I (.I.- ,y _ -L- o,_ ~9.~ )‘t 1 (a)“-‘~--’ I1 r* I hll I1 
ist, sind Lemma 2 und damit such Satz 2 bc\vicsen 
few& des Satzes 1. Xus beweistechnischen Griinden ersetzen wir die 
Voraussetzung “R sei quasiungemischt” durch die folgende Bedingung (die 
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von quasiungemischten Ringen offensichtlich crfiillt wird, abcr such, wie 
man leicht zeigen kann, nicht wirklich schwacher ist als die Bedingung, 
quasiungemischt zu sein) : Es gibt eine trcuexakte Ringerweiterung (R, R*) 
von R, so dal3 (R*, nt*) ein lokaler Ring ist, mR* m* ist und R* sich als 
Faktorring RI/a’ eines regularen, lokalen Ringes R' nach cinem Ideal a’ 
darstellen laOt, dessen minimale Primideale alle die gleiche Dimension haben. 
In Ringen R mit dieser Eigenschaft gilt fur jedes Primideal p ht p + dim p ~ 
dim R. 1st namlich p* ein minimales Primideal van pR*, so ist (R, , ii:*) 
eine treuexakte Ringer-w&rung, d.h. es ist kt p ht p”. Da aber in dem 
regular-en Ring R' die erste Kettcnbedingung fur Primideale gilt ([4], 34) ist 
ht p* = dim R - dim p*. Dam1 ist abcr crst recht ht p J- dim p =m: dim R. 
Wir kiinnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, da13 
k unendlich ist, dcnn mit R erfiillt such ein Ring R(X) die gerade diskutiertc 
Bedingung. Man wahlt also fi ,...,f, TV b mit I ht b Z(b) so, da13 
(fr ,...,f?) R eine Reduktion von b ist (vgl. [j] oder $0 in [I]). Vlir erganzcn 
fr ,..., fi zu einer Basisf, ,..., fin von a und nehmen an, daR in dem mit dieser 
Basis wie in Satz 2 gebildeten Ring das Ideal a 0’ nicht nilpotcnt ist, da13 
es also in ,O* ein minimalcs Primidcal r v-on (--Ii ,..., A-Z,.)Q* gibt, das ay+ 
nicht umfaBt. (Insbesondere ist dann ~11 I’.) Konncn wir dicse Xnnahme 
zu eincm VViderspruch fuhren, so folgt nach Satx 2 die Behauptung. 
n’egen des Lemmas 1 kiinnen wir annehmen, da13 f#,$ r ist. \Tir bildcn 
nun Q,,i,, , indem wir zucrst mit dem multiplikativen System 
s -fl &i; 1 ‘.,. i ( a> 
erweitern und dann erst lokalisieren. Da sich die Elemente A, ,..., A,. in dem 
Ring R,[s,, ,... , .x,.,,] zu einem iiber R, algebraisch unabhangigen Element- 
system von 7772 Elementen erganzen lassen, wciB man aber, dal3 sich rQ> wit 
alle minimalen Primidealc van 0;. einfach durch Extension aus einem 
minimalen Primideal van R, ergibt und da13 sich bei dieser Extension die 
Lange der zugehiirigen Primarkomponente des Sullideals nicht andert (weil 
diese Extension aus einer Polynomringerweitcrung van R, durch iibergang zu 
einem Quotientenring entsteht). Die Lange L(Q$,) dcs nulldimensionalen 
lokalen Ringes Qi,, = (C&)ro;s ist also mindestens glcich r ~ minL(KJ, 
wobei q die minimalen Primrdealc van R durchlauft. Da A, ,..., -‘I, mit 
unbcstimmtcn Kocffizientcn angcsctzt sind und Z/t(u) ~~~ r ist, ist At(r) == Y, 
und da ,O* cbcnfalls die zu Beginn des Beweises fur ZZ geforderte Bedingung 
erfiillt, ist dim r = dim O* ~ Y. Genauso gilt fur die minimalen Primideale 
pr ,..., p,, van a und b, die wie erwahnt wegen der Beziehung h(b) : Z(b) 
ebenfalls alle die Hijhe Y habcn : dim p&J)* dim Q* ~~ Y :- dim r 
(I : . i . . s). In dem Ring Q*/(Ap,..., -ilr”) (n I), unter dessen minimalen 
Primidealen nun sicher die von p r ,..., ps und r erzeugten sind, spannen die 
Elemente xij mit i f~’ ein Hauptklassenideal auf. Wir nutzen aus, da13 bci 
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der Division durch solche Ideale die Multiplizitat hiichstens wichst (vgl. [4], 
24.2 (I)), und bezeichnen dabei das von den xij mit i + j erzeugte Ideal mit 
(x)’ : 
e(lQ* + (x)'Q*&p,..., Al-yQ*) 
< e(mQ* -;- (x)' Q*,'(Aln,..., A:) Q* + (r)'Q*) (1) 
Wegen der Form der A, ,..., il,. ist diese letzte G&e gleich e(rn/(fT,...,fr”)). 
Urn zu einer Abschgtzung zu gelangen, die uns den gewtinschten Wider- 
spruch liefert, gehen wir mit Hilfe dcs Lechschen Lemmas ([4] 24.4) zur 
Grenze iiber und benutzen [4] 23.5 : 
lim J- e(mQ* 
12-m nr 
-- (x)‘Q*:‘(A,“,..., A.“) Q*) 
= ;ix f i e(ln/pi)L(R,~i(fl”,...,f,“)) 
i=l 
Zur Abschtitzung der ersten GriiBe in (2) nach unten ziehen wir ebenfalls 
[4] 23.5 heran, da wir ja mindestens einige dcr minimalen Primideale des 
Ringes Q*/(A,“,..., A,“) kennen : 
e(ntQ* + (x)‘Q*i(;ly,..., ~1:‘) Q*) 
‘> e(inQ* ;’ $ (x)‘Q*/r)L(Q,*&4,“,..., dc”)) 
s 
-1 ,C, e(mQ* -j- (.~)‘Q*I’p,Q*)L(Q~~,*I(Al”,..., ~4,“)) 
‘z CT? + f e(ilr!pi)L(Q~io*,‘(A1ll,..., -4,“)), _, 
i=l 
(3) 
wobei sich L(Qz/(Aln,..., d,“)) > CTZ’ genau wie oben aus einer Betrachtung 
der Struktur des Ringes QT = (Q$)ro; durch sukzessives Erweitern mit dem 
214 BijGEK 
multiplikativen System S und Lokalisieren ergibt. Das Lechsche Lemma 
liefert wieder 
(4) 
Nun sind die Elemente A r ,..., A,, die in Qg,,* ein Parametersystem bilden, 
in der Art des Beweises von [4] 24.1 sukzcssive superfiziell fur aQz,o* , weil 
sie mit unbestimmten Koeffizienten angesetzt sind (vgl. den Beweis von 
[4] 22.1). Wir konnen also wie bei [4] 24.1 folgern, da8 
4% >..‘, A,) Qzsae) =z e(aQ~,.,*) = e(aRpi) 
ist. Damit ergibt sich aus (3), (4) und (5) 
(5) 
jiia -&e (mQ* + (x)‘Q*/(A,“,..., -4r”)Q*) % c + i e(m/p,) e(aRp,), (6) 
i=l 
was wegen e(aR,z) = e(bR&,,) (I :< i . . s) der Abschatzung (2) widerspricht 
Satz 1 ist also bewiesen. 
§5 
Wir schlieBen hier noch ein paar Bemerkungen an, die zeigen, daB die 
Anwendungsmoglichkeiten von Satz 2 mit Satz 1 nicht erschiipft sind. Da es 
sich nur urn Andeutungen handeln wird, beschrsnken wir uns auf den Fall, 
daB a und b mit b C a nulldimensionale Ideale in dem lokalen Ring R sind. 
Die Elementef, ,..., fr m6gen eine Basis von b und fi ,..., f,. ,..., frr, eine Basis 
von a bilden. Mit den vor Satz 2 eingefuhrten Bezcichnungen gilt dann : 
KATZ 3. l<S ist St&S 
wobei die rechts stehende Liinge e&e Incariante v,.(a) von a ist. Das Gleichheits- 
zeichen steht genau dann, wenn der in Satx 2 eingefiihrte Ring Q’ ein Macaulay- 
ring mit dem einzigen minimalen Primideal m Q’ ist.2 Ist das der Fall, so ist b 
eine Reduktion von a. 
* Ohne Beweis merken wir bier an, da13 man in dem Fall, dal3 k unendlich ist, 
Elemente f, ,..,,.f, E a finden kann, so da13 fiir das van ihnen erzeugte Ideal b die 
Gleichheit Z,(R/b) - q(a) gilt. z’,(a) ist also dann das Minimum der Liingen L(R/b) 
fiir alle van Y Elementen aus a erzeugten Ideale b. Der Beweis ist in [I] zu finden. 
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Beweis. Die Elemente xij mit i f j bilden ein Parametersystem des 
lokalen Ringes Q’. Unter Benutzung der bekannten Formeln 24.3 und 23.5 
aus [4] haben wir also fur das von diesen Elementen erzeugte Ideal (N)’ : 
W/b) = L(Q’l(x)‘Q’) 3 e((x)‘Q’) 
> e((x)'Q' + mQ'/mQ') .L(Q,&) =W&,,,). 
An diesen Abschatzungen liest man die ersten Behauptungen aus Satz 3 ab. 
Gilt das Gleichheitszeichen, so ist mQ’ das einzige minimale Primideal von 
Q’, a Q’ ist also nilpotent in Q’, und nach Satz 2 ist dann b eine Reduktion 
von a. 
Wegen Satz 3 liegt es nahe, Minimalitatsbedingungen von der Art 
L(R/b) = v,(a) zu studieren. Wir mussen aber in diesem Zusammenhang auf 
[I] verweisen, wo such Verallgemeinerungen und Korollare zu Satz 3 zu 
iinden sind. 
Herrn Prof. Dr. Scheja verdanke ich die Anregung zur Beschaftigung mit den 
Fragen, die hier behandelt sind. Den Herren Professoren Dr. Dr. h.c. H. Behnke 
und Dr. R. Remmert miichte ich danken fur die stete FSrderung wahrend der An- 
fertigung meiner Dissertation. 
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